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. . . “Vuoi dirmi che strada dovrei prendere per uscire di qui?”
“Dipende molto da dove vuoi andare”
“Non m’importa molto dove. . . ”
“Allora non importa quale strada prendi!”

Introduzione
L’idea della tesi nasce da una esperienza personale; infatti, mi sono accor-
to di non aver mai affrontato argomenti di probabilità e statistica all’interno
del perscorso di studi pre-universitario e di condividere questa mancanza con
molti dei miei colleghi universitari.
Sebbene sia riconosciuta da tutti l’importanza della matematica dell’in-
certezza, per il suo valore in ambito scientifico e non solo, e nonostante lo
studio della stessa sia fortemente auspicato nelle indicazioni nazionali e negli
assi culturali redatti dal ministero dell’istruzione, ancora non trova il gius-
to spazio all’interno della prassi scolastica. Da qui si è sviluppata l’idea di
analizzare in maniera trasversale l’argomento da un punto di vista didattico,
cercando di rispondere ad alcune domande:
1. Che cosa i ragazzi dovrebbero sapere all’interno di questo ambito della
matematica?
2. Che cosa i ragazzi realmente sanno?
3. E, infine, quali sono i punti di forza, quali le difficoltà dei ragazzi
nell’approcciarsi alla materia?
A queste tre domande si è cercato di rispondere nei tre capitoli della tesi,
cercando di fornire un quadro generale che può essere utile per comprendere
alcuni aspetti dell’insegnamento della matematica dell’incertezza. La prima
domanda trova una facile risposta nella raccolta dei documenti ministeriali e
nell’esame dei quadri di riferimento delle più accreditate prove di valutazione
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nazionali e internazionali. La seconda, più ardua della precedente, trova
risposta nell’interpretazione dei risultati delle prove di valutazione tenendo
conto delle peculiarità e delle specificità di ognuna. Alla terza domanda
si è cercato di rispondere con un piccolo lavoro di ricerca, consistito nella
somministrazione di un questionario, dal quale sono emersi alcuni risultati
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Che cosa i ragazzi dovrebbero
sapere!
In questo primo capitolo vengono raccolti ed elencati tutti i documenti
che riguardano i saperi e le competenze che un ragazzo dovrebbe acquisire
alla fine del primo biennio della scuola secondaria di secondo grado in Italia
nel particolare ambito della matematica dell’incertezza.
Riusciamo, cos̀ı, ad avere una idea più precisa di quali siano gli elementi
più importanti di un avvenuto apprendimento e ad avere delle linee guida
per le valutazioni e riflessioni oggetto della tesi.
1.1 L’obbligo d’istruzione e gli assi culturali
La legge che regolamenta l’obbligo di istruzione in Italia 1 fornisce anche,
su suggerimento del parlamento Europeo, gli assi culturali che hanno l’obi-
ettivo di chiarire quali siano le competenze che un cittadino deve possedere
per sapersi orientare nei diversi contesti del mondo contemporaneo.
Nell’asse matematico vengono elencate e approfondite le quattro princi-
pali competenze di base a conclusione dell’ obbligo di istruzione:
1Dal primo settembre 2007 è entrato in vigore l’obbligo d’istruzione elevato a 10 anni
in base alla legge 26 dicembre 2006, n. 296, articolo 1, comma 622
1
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1. utilizzare le tecniche e le procedure del calcolo aritmetico ed algebrico
rappresentandole anche sotto forma grafica;
2. confrontare ed analizzare figure geometriche individuando invarianti e
relazioni;
3. individuare le strategie appropriate per la soluzione di problemi;
4. analizzare dati e interpretarli sviluppando deduzioni e ragionamen-
ti sugli stessi anche con l’ausilio di rappresentazioni grafiche usando
consapevolmente gli strumenti di calcolo e le potenzialità offerte da
applicazioni specifiche di tipo informatico.
Ognuna delle competenze si fonda su abilità e conoscenze specifiche che
analizzeremo, grazie alla tabella in figura 1.1, solo relativamente all’ultima
delle quattro.
Possiamo notare come, nel documento, sia posta al centro l’analisi dei
dati, intesa come sistemazione e interpretazione, soprattutto attraverso forme
di rappresentazioni molto utilizzate e la ricerca di relazioni fra i dati, non
trascurando le parti relative all’incertezza e all’approssimazione, fondamen-
tali nella costruzione di modelli matematici.
Inoltre, viene valorizzato il ruolo delle applicazioni informatiche nella
gestione ed elaborazione dei dati, facendo riferimento all’utilizzo di fogli
elettronici sia come supporti grafici, sia come calcolatori.
Il testo non accenna esplicitamente al tema della “previsione” e ad ap-
plicazioni concrete che rendono la sistemazione e la gestione dei dati cos̀ı
importanti, forse sottintendendoli oppure ritenendoli passi successivi di cui
quelli citati costituiscono le fondamenta.
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Figura 1.1: La quarta competenza di base
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1.2 Le indicazioni di legge
Le Indicazioni Nazionali degli obiettivi specifici di apprendimento2 for-
niscono la declinazione disciplinare del Profilo educativo, culturale e profes-
sionale dello studente a conclusione dei percorsi liceali, tecnici e professionali.
Il Profilo e le Indicazioni costituiscono, dunque, un canovaccio grazie al quale
le istituzioni scolastiche costruiscono il proprio Piano dell’offerta formativa,
i docenti possono elaborare i propri percorsi didattici e agli studenti sono
chiariti gli obiettivi di apprendimento e le competenze da maturare.
Riportiamo di seguito le indicazioni di matematica nel particolare ambito
dati e previsioni per il primo biennio del Liceo Scientifico (che non presenta
significative differenze rispetto alle indicazioni per gli altri licei).
Lo studente sarà in grado di rappresentare e analizzare in diversi modi (anche
utilizzando strumenti informatici) un insieme di dati, scegliendo le rappre-
sentazioni più idonee. Saprà distinguere tra caratteri qualitativi, quantitativi
discreti e quantitativi continui, operare con distribuzioni di frequenze e rap-
presentarle. Saranno studiate le definizioni e le proprietà dei valori medi
e delle misure di variabilità, nonché l’uso strumenti di calcolo (calcolatrice,
foglio di calcolo) per analizzare raccolte di dati e serie statistiche. Lo studio
sarà svolto il più possibile in collegamento con le altre discipline anche in
ambiti entro cui i dati siano raccolti direttamente dagli studenti. Lo studente
sarà in grado di ricavare semplici inferenze dai diagrammi statistici. Egli ap-
prenderà la nozione di probabilità, con esempi tratti da contesti classici e con
l’introduzione di nozioni di statistica. Sarà approfondito in modo rigoroso il
concetto di modello matematico, distinguendone la specificità concettuale e
metodica rispetto all’approccio della fisica classica.
2Regolamenti di riordino dei licei, degli istituti tecnici e degli istituti professionali
emanati dal Presidente della Repubblica in data 15 marzo 2010
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E ora riportiamo le indicazioni, suddivise in conoscenze e abilità, per il
primo biennio degli istituti tecnici (che non presenta significative differenze
rispetto alle indicazioni per gli istituti professionali).
Conoscenze: dati, loro organizzazione e rappresentazione; distribuzioni
delle frequenze a seconda del tipo di carattere e principali rappresentazioni
grafiche; Valori medi e misure di variabilità; significato della probabilità e sue
valutazioni; semplici spazi (discreti) di probabilità (eventi disgiunti, proba-
bilità composta, eventi indipendenti); Probabilità e frequenza.
Abilità: raccogliere, organizzare e rappresentare un insieme di dati; calco-
lare i valori medi e alcune misure di variabilità di una distribuzione; calcolare
la probabilità di eventi elementari.
Nelle nuove indicazioni per i bienni emerge una attenzione che mai era
stata data all’ambito della matematica dell’incertezza prima d’ora; ormai la
statistica e la probabilità svolgono un ruolo importantissimo nella matemati-
ca moderna e contemporaneamente un cittadino consapevole deve possedere
la capacità di elaborare modelli per gestire dati e per prevedere fenomeni.
Non vi sono grandi differenze fra le linee guida per i bienni di licei e
istituti tecnici e professionali: inizialmente si approfondisce la tematica del-
l’organizzazione e interpretazione dei dati e successivamente si introduce la
probabilità.
Nei licei viene suggerito di affrontare la materia con il supporto di stru-
menti informatici e in collegamento con le altre discipline; inoltre viene sotto-
lineata l’importanza di mettere i ragazzi nella condizione di operare in prima
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persona nella raccolta dei dati e loro sistemazione. L’ aspetto più interessante
è che si pone al centro il concetto di modello matematico che risulta essere
il cuore dell’apprendimento perché permette di conoscere e interpretare la
realtà con le conoscenze e abilità acquisite in questo settore.
Negli istituti tecnici e professionali le linee guida sono più pragmatiche e
schematiche: vengono citati gli strumenti principali per la rappresentazione
e interpretazione dei dati (valori medi e misure di variabilità) e i concetti
principali del calcolo delle probabilità. A differenza del testo precedente non
viene suggerito il supporto di strumenti informatici, già utilizzati in altre
discipline specifiche e non vi è nessun suggerimento metodologico.
1.3 I Quadri di riferimento di IEA-TIMMS,
OCSE-PISA, INVALSI
Negli ultimi anni si sono sviluppati progetti internazionali e nazionali
che valutano le competenze degli studenti durante e al termine del percorso
di studi nei diversi ambiti disciplinari, anche se con finalità e metodologie
diverse fra loro. I risultati della valutazione sono preziosi spunti di riflessione
e sono sempre di più presi in considerazione dalle istituzioni, dai ricercatori,
dai docenti, da chi gravita attorno al mondo della scuola e dell’apprendimento
scolastico e non solo. Per quanto riguarda la tesi, offrono un ottimo quadro
generale di ciò che un ragazzo dovrebbe sapere e saper fare in matematica ed
in particolare nell’ambito prescelto al termine dell’obbligo d’istruzione. Nei
tre paragrafi seguenti verranno descritti i quadri di riferimento di matematica
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più recenti di due indagini internazionali IEA-TIMMS3 e OCSE-PISA4 e di
una nazionale INVALSI5.
1.3.1 Quadro di Riferimento di IEA-TIMMS 2011
L’indagine TIMSS 2011 (Trends in International Mathematics and Sci-
ence Study) è il quinto ciclo di un progetto internazionale promosso dalla IEA
(International Association for the Evaluation of Educational Assessment) che
analizza il rendimento degli studenti in Matematica e Scienze in oltre 60 Pae-
si. L’indagine TIMSS valuta la performance degli studenti relativamente al
quarto e all’ottavo anno di scolarità (IV classe della scuola primaria e III
3L’indagine TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study), giunta
al quinto ciclo nel 2011, è una ricerca internazionale promossa dalla IEA (Internation-
al Association for the Evaluation of Educational Assessment) e analizza il rendimento
degli studenti in Matematica e Scienze in oltre 60 Paesi. L’indagine TIMSS misura la
performance degli studenti relativamente alla IV classe della scuola primaria e III secon-
daria di I grado e monitora l’implementazione dei curricoli scolastici nei Paesi partecipanti
all’indagine.
4PISA (Programme for International Student Assessment) è un’indagine promossa
dall?OCSE (Organizzazione per la Cooperazione e lo Sviluppo Economico) con l’obiet-
tivo di misurare le competenze degli studenti in matematica, scienze, lettura e problem
solving. Per ogni ciclo di PISA viene approfondito un ambito in particolare: PISA 2012,
quinto ciclo del progetto, ha come domini principali la competenza in matematica e in
problem solving. Quest’ultimo ambito, essendo composto di prove informatizzate, sarà
proposto nel sotto-campione di scuole che svolgerà le somministrazioni computerizzate
oltre che cartacee.
5L’INVALSI è l’ente di ricerca dotato di personalità giuridica di diritto pubblico che ha
raccolto, in un lungo e costante processo di trasformazione, l’eredità del Centro Europeo
dell’Educazione (CEDE) istituito nei primi anni settanta del secolo scorso. Sulla base
delle vigenti Leggi, che sono frutto di un’evoluzione normativa significativamente sempre
più incentrata sugli aspetti valutativi e qualitativi del sistema scolastico, l’Istituto, fra le
altre attività, effettua verifiche periodiche e sistematiche sulle conoscenze e abilità degli
studenti e sulla qualità complessiva dell’offerta formativa delle istituzioni di istruzione e di
istruzione e formazione professionale, anche nel contesto dell’apprendimento permanente;
in particolare gestisce il Sistema Nazionale di Valutazione (SNV).
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secondaria di I grado) e segue da vicino la redazione dei curricoli scolastici
nei Paesi che partecipano al progetto.
Il quadro di riferimento di matematica delle valutazioni per entrambe le
classi è organizzato in due dimensioni: i contenuti in cui vengono specificati
gli ambiti e gli argomenti da analizzare in matematica (numero, algebra,
geometria e dati e probabilità nella terza secondaria di I grado), e i domini
cognitivi in cui vengono specificati le abilità cognitive e i processi di pensiero
da analizzare (conoscenza, applicazione e ragionamento).
Il dominio dei contenuti dati e probabilità comprende le seguenti tre aree
di argomenti:
• Organizzazione e rappresentazione dei dati.
• Interpretazione dei dati.
• Probabilità.
In particolare per ognuna delle tre aree vengono specificati ed analizzati
i contenuti: anche se il quadro di riferimento descrive i contenuti da appren-
dere entro la fine della terza secondaria di I grado, è evidente la vicinanza con
le indicazioni nazionali per i bienni che sono state descritte in precedenza.
Ripotiamo un estratto del Quadro di Riferimento di IEA-TIMMS 2007 dove
sono elencati i contenuti dell’area dati e previsioni.
Organizzazione e rappresentazione dei dati:
1. Leggere dati da tabelle, pittogrammi, istogrammi, aerogrammi e grafi
ci lineari.
2. Organizzare e rappresentare dati utilizzando tabelle, pittogrammi, is-
togrammi, aerogrammi e grafi ci lineari.
3. Confrontare e correlare rappresentazioni diverse degli stessi dati.
Interpretazione dei dati:
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1. Identificare, calcolare e confrontare caratteristiche di insiemi di dati,
compresi media, mediana, intervallo e forma della distribuzione (in
termini generali).
2. Usare e interpretare un insieme di dati per rispondere a domande e risol-
vere problemi (ad esempio, trarre conclusioni, fare previsioni e stimare
valori tra i punti forniti e oltre questi).
3. Riconoscere e descrivere modi di organizzare e rappresentare dati che
potrebbero essere erroneamente interpretati (ad esempio, raggruppa-
menti impropri, scale ingannevoli o distorte).
Probabilità:
1. Stimare “l’opportunità” di un risultato come certa, più probabile, ugual-
mente probabile, meno probabile o impossibile.
2. Usare dati ricavati da esperimenti per predire le probabilità di futuri
risultati; usare le probabilità di un particolare risultato per risolvere
problemi; determinare le probabilità di possibili risultati.
Per quanto riguarda i domini cognitivi, il primo dominio, conoscenza,
riguarda le procedure e i concetti che gli studenti devono conoscere, mentre
il secondo, applicazione, riguarda l’abilità degli studenti di applicare nozioni
e conoscenze concettuali per rispondere a quesiti o risolvere problemi. Il
terzo dominio, ragionamento, include situazioni non familiari, contesti meno
usuali e problemi da risolvere in più fasi.
Il dominio cognitivo conoscenza considera i seguenti comportamenti: ricor-
dare, riconoscere, eseguire calcoli, recuperare informazioni, misurare e clas-
sificare/ordinare.
Il dominio applicazione considera i comportamenti: scegliere, rappresentare,
modellizzare, implementare e risolvere problemi di routine.
Il dominio ragionamento, invece, considera i comportamenti: analizzare,
generalizzare, sintetizzare/integrare, giustificare e risolvere problemi non di
routine.
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1.3.2 Quadro di Riferimento di OCSE-PISA 2012
PISA 2012 è la quinta edizione di PISA (Programme for International
Student Assessment) un’indagine dell’OCSE (Organizzazione per la Cooper-
azione e lo Sviluppo Economico) che ha l’obiettivo di valutare le competenze
degli studenti in matematica, scienze, lettura e problem solving.
La popolazione oggetto di indagine è quella degli studenti quindicenni
e PISA 2012 ha come domini principali la competenza in matematica e in
problem solving. Riportiamo la traduzione di un estratto del framework di
PISA 2012 che chiarisce che cosa si intende per competenza matematica e
per problem solving.
Per competenza matematica (literacy) si intende la capacità di un in-
dividuo di utilizzare e interpretare la matematica e di darne rappresentazione
mediante formule, in una varietà di contesti. Tale competenza comprende la
capacità di ragionare in modo matematico e di utilizzare concetti, procedure,
dati e strumenti di carattere matematico per descrivere, spiegare e prevedere
fenomeni. Aiuta gli individui a riconoscere il ruolo che la matematica gioca
nel mondo, a operare valutazioni e a prendere decisioni fondate che consen-
tano loro di essere cittadini impegnati, riflessivi e con un ruolo costruttivo.
Per problem solving si intende la capacità di un individuo di mettere
in atto processi cognitivi per comprendere e risolvere situazioni problematiche
per le quali il percorso di soluzione non è immediatamente evidente. Questa
competenza comprende la volontà di confrontarsi con tali situazioni al fine di
realizzare le proprie potenzialità in quanto cittadini riflessivi e con un ruolo
costruttivo.
La competenza matematica viene valutata in relazione al contenuto
matematico definito in riferimento a quattro categorie principali (cambi-
amento e relazioni, spazio e forma, quantità, incertezza e dati), ai pro-
cessi matematici definiti attraverso le competenze matematiche generali,
e alle situazioni in cui la matematica è utilizzata (personale, scolastica,
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occupazionale, pubblica e scientifica).
L’area dei contenuti incertezza e dati viene scomposta nelle sezioni:
• Produzione di dati (metodi validi per misurare determinate caratteris-
tiche; indagine statistica).
• Analisi dei dati e loro visualizzazione e rappresentazione grafica.
• Probabilità.
I tre processi matematici, utilizzati per la restituzione dei risultati sono:
1. Formulare: riguarda l’identificare le opportunità di applicare e usare la
matematica, riconoscendo quali strumenti possono essere utilizzati per
comprendere o risolvere un problema.
2. Applicare: riguarda il mettere in campo ragionamenti matematici e l’u-
tilizzare i concetti, le procedure, i fatti e gli strumenti della matematica
per trovare una soluzione.
3. Interpretare: riguarda la riflessione sulle soluzioni o i risultati matem-
atici e l’interpretazione nel contesto di un problema o di un quesito.
Infine vengono riportate le tabelle che esauriscono le possibili relazioni fra
i processi matematici e le fondamentali capacità matematiche che si trovano
nel Framework di PISA 2012; aspettando la traduzione ufficiale del frame-
work riportiamo le tabelle in lingua originale.
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Figura 1.2: Relazioni fra i processi matematici (prima riga) e le fondamentali
capacità matematiche(prima colonna)
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Figura 1.3: Relazioni fra i processi matematici (prima riga) e le fondamentali
capacità matematiche(prima colonna)
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1.3.3 Quadro di Riferimento della prova INVALSI 2011
In attesa di un quadro di riferimento che tenga conto delle Nuove Indi-
cazioni Nazionali per il sistema dei licei e per l’Istruzione Tecnica, la prova
del 2011 dell’Invalsi per la scuola secondaria di secondo grado è stata costru-
ita a partire dai principi generali contenuti nel QdR (quadro di riferimento)
elaborato per il primo ciclo, seguendo le indicazioni presenti nella normativa
relativa all’adempimento dell’obbligo d’istruzione.
In linea con le principali indagini internazionali, il QdR specifica e de-
scrive le due aree grazie alle quali vengono costruiti i quesiti e secondo le
quali vengono interpretati i risultati: i contenuti matematici e i processi
coinvolti.
I quattro ambiti di contenuti, perfettamente in accordo con le indicazioni
di legge e le rilevazioni internazionali, sono: Numeri, Spazio e figure, Re-
lazioni e funzioni, Dati e previsioni.
I processi in base ai quali vengono organizzate le domande, individuati in
continuità con quelli del primo ciclo sono:
1. Conoscere e padroneggiare i contenuti specifici della matematica (ogget-
ti matematici, proprietà, strutture).
2. Conoscere e padroneggiare algoritmi e procedure (in tutti gli ambiti,
non solo quello aritmetico).
3. Conoscere e padroneggiare diverse forme di rappresentazioni e saper
passare da una all’altra (verbale, scritta, simbolica, grafica...).
4. Saper risolvere problemi utilizzando gli strumenti della matematica.
5. Saper riconoscere il carattere misurabile di oggetti e fenomeni e saper
utilizzare strumenti di misura.
6. Acquisire progressivamente forme tipiche del pensiero matematico (con-
getturare, verificare, giustificare, definire, argomentare, generalizzare,
dimostrare...).
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7. Utilizzare la matematica per il trattamento quantitativo dell’informazione
(descrivere un fenomeno in termini quantitativi, interpretare la de-
scrizione di un fenomeno con strumenti statistici, utilizzare modelli
matematici...).
8. Saper riconoscere le forme nello spazio (riconoscere forme in diverse
rappresentazioni, individuare relazioni tra forme, immagini o rappre-
sentazioni visive, visualizzare oggetti tridimensionali a partire da una
rappresentazione bidimensionale e, viceversa, rappresentare sul piano
una figura solida, saper cogliere le proprietà degli oggetti e le loro
relative posizioni...).
La direzione dei processi è particolarmente importante perchè fornisce
informazioni utili per il lavoro in classe, ma si deve tenere presente che sono
classificazioni da non prendere in maniera troppo rigida perché il loro scopo
principale è quello di guidare nell’interpretazione dei risultati e non di esaurire
e descrivere tutti i processi coinvolti in matematica.
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Capitolo 2
Che cosa i ragazzi realmente
sanno!
Dopo aver analizzato ciò che i ragazzi dovrebbero sapere riguardo alla
matematica dell’incertezza, verranno proposti i risultati di due progetti di
valutazione per meglio comprendere quale sia il livello di competenza dei
ragazzi, in questo ambito, al termine dell’obbligo d’istruzione. Inizialmente
verranno proposti i risultati del progetto internazionale OCSE-PISA e suc-
cessivamente della prova nazionale INVALSI del 2011. Dal primo approfondi-
mento avremo informazioni sulla situazione dei ragazzi italiani nei confronti
dei coetanei del resto del mondo, dal secondo trarremo notizie più precise sul
contesto italiano: in entrambi i casi i risultati verranno analizzati e descritti
in base al quadro di riferimento del singolo progetto.
2.1 Risultati da PISA 2003 a PISA 2009
Nella valutazione del progetto PISA non si rileva la padronanza dei con-
tenuti curricolari, ma la capacità di analizzare, ragionare e comunicare in
modo efficace nel momento in cui ci si trova di fronte a problemi della vita
quotidiana e ci si deve avvalere delle competenze apprese nel percorso sco-
lastico. Dobbiamo, quindi, interpretare i risultati non come un giudizio sugli
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apprendimenti dei contenuti curricolari in Italia, ma come uno strumento
che ci permette di confrontare il livello di competenza italiano con i paesi
dell’OCSE. La matematica è stata la materia principale dell’indagine PISA
2003 e il punteggio medio nella scala di competenza matematica è stato fis-
sato a 500 per i Paesi OCSE: il punteggio medio è il riferimento con il quale
sono state confrontate le prestazioni degli studenti in matematica nei proget-
ti successivi PISA 2006 e PISA 2009. Attendendo i dati di PISA 2012 che
vedrà ancora come materia principale la matematica, dobbiamo riferirci al
rapporto finale di PISA 2009 in cui gli studenti sono stati sottoposti ad un
minor numero di quesiti e tenere sott’occhio il rapporto del 2003.
Nell’immagine 2.1 vengono illustrati i livelli di competenza matematica
che in linea con il quadro di riferimento ci permettono di suddividere i ragazzi
in fasce con competenza sempre più elevata e viene indicata la percentuale di
studenti dei paesi OCSE e di studenti italiani che si collocano a ciascun livello.
Si può notare come ai livelli più alti la percentuale italiana sia inferiore
rispetto alla media OCSE, addirittura al sesto livello è la metà, sintomo di
una mancanza di ragazzi italiani che abbiano competenze molto elevate.
In Italia, la media punti di matematica è 483, non di molto inferiore
rispetto alla media che nel 2009 è stata valutata 496 e migliore rispetto alle
valutazioni precedenti (462 nel 2006 e 466 nel 2003); il dato, però, nasconde
notevoli differenze interne alla popolazione. Infatti, il risultato varia sig-
nificativamente se, per esempio, analizziamo aree geografiche e tipologie di
scuole diverse.
L’ambito in cui i ragazzi italiani sono risultati più deboli è cambiamento
e relazioni, subito seguito a ruota da dati e previsioni. La carenza in questi
due ambiti può essere riscontrata nell’esame delle domande a loro dedicate
che sono risultate le più “difficili”.
Fra le domande risultate più difficili in PISA 2003(sono stati considerati
difficili i quesiti con una percentuale di risposte errate o omesse superiore
almeno del 15% rispetto a quella della media OCSE) vi sono 9 quesiti che
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Figura 2.1: I livelli di competenza in matematica
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riguardano l’ambito dati e previsioni; alcuni di questi saranno oggetto di
riflessione nel capitolo seguente in cui verranno analizzati e riesaminati al-
la luce di una breve sperimentazione in classe consistente nella somminis-
trazione di un questionario. Un esempio di quesito difficile è Risultati di
una verifica(domanda A8 nel questionario in appendice A): in una situ-
azione “educativa”, viene chiesto ai ragazzi di confrontare i risultati di una
verifica di due gruppi A e B in un istogramma e di portare spiegazioni a
sostegno del fatto che il gruppo A sia andato meglio rispetto al gruppo B. Si
tratta di un quesito di livello 5 e la percentuale misera di risposte corrette è
la metà rispetto alla media OCSE (16% contro il 32%); è alta anche la per-
centuale di omissioni (58% contro il 35%). Prime possibili giustificazioni dei
risultati possono essere individuate nell’incapacità dei ragazzi di adoperare
le conoscenze e abilità acquisite a scuola in situazioni concrete e nei curricoli
disciplinari che tralasciano alcuni punti per concentrarsi su altri considerati
più importanti: resta il fatto che l’apprendimento risulta essere un fenomeno
molto complesso e incompleto se analizzato al di fuori del contesto.
In generale, però, l’Italia è in difetto nei livelli troppo alti di competenza
e al contempo abbonda nei livelli più bassi,come mostrato in figura 2.2.
Rimandando le riflessioni di natura didattica più specifiche, risulta da
questi dati la necessità di intervenire per uniformare le competenze fra aree
geografiche e istituti diversi; inoltre è importante favorire il raggiungimento
di livelli di apprendimento più elevati e l’obiettivo è fare in modo che i ragazzi
sappiano utilizzare le competenze acquisite in classe nella vita di tutti i giorni.
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Figura 2.2: distribuzione dei ragazzi dei singoli paesi dell’OCSE rispetto al
loro livello di competenza
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2.2 Risultati della prova INVALSI 2011
La prova INVALSI 2011, a differenza di PISA, è di natura censuaria e si
avvale di un campione controllato per redigere i risultati.
In un primo sguardo generale, possiamo notare come le domande che
presuppongono la lettura di un grafico o di una tabella non siano risultate
difficili e abbiano ottenuto buoni risultati. Per esempio le domande D1 e
D12 (rispettivamente A1 e A3 in appendice A) hanno superato in alcuni
item la percentuale dell’80% di risposte corrette. Più difficili sono risultate le
domande che prevedevano calcoli, approssimazioni o la costruzione di piccoli
modelli matematici: risultato disatteso data la concentrazione della prassi
didattica su questi aspetti.
La suddivisione in ambiti delle domande del questionario mostra che,
nell’ambito dati e previsioni, nonostante sia quello più carente di pratiche
didattiche consolidate, si sono riscontrati i risultati migliori; mentre fra gli
altri tre ambiti non c’è una differenza significativa. Il dato che colpisce mag-
giormente, e che conferma quanto riscontrato nelle valutazioni precedenti e
in quelle internazionali, è la differenza fra istituti e aree geografiche diverse,
anche se l’andamento dei risultati nei diversi ambiti non si diversifica se si
scorporano i dati per area geografica o per tipologia di istituto (figura 2.3).
Nello specifico le cinque domande che riguardano l’ambito Dati e previ-
sioni (D1, D2, D6, D12, D19) hanno ottenuto risultati molto positivi: tre di
queste prevedevano la lettura e interpretazione di grafici o tabelle (D1, D6,
D12), una prevedeva l’individuazione di una probabilità elementare (D2),
l’ultima il calcolo di un valore medio (D19). Fra queste, prenderemo in esame
le domande D1, D2, D12, D19 che possono essere consultate in appendice A
e corrispondono rispettivamente ai quesiti A1, A4, A3, A2.
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Figura 2.3: Suddivisione dei risultati per istituto e area geografica
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Capitolo 3
La sperimentazione in classe
In questo capitolo verrà esposto un piccolo progetto sperimentale che per-
metterà di fare considerazioni didattiche sull’apprendimento della matemat-
ica dell’incertezza. Il progetto consiste nell’elaborazione di un questionario
che è stato somministrato ad una classe seconda del liceo scientifico. Il limite
del progetto è il campione molto ristretto che non permette di fare consid-
erazioni generali: si è ovviato a questo fatto inserendo principalmente nel
questionario domande raccolte nelle prove INVALSI e PISA delle quali ab-
biamo risultati su un campione molto vasto. Il punto di forza del progetto
è, invece, la tipologia delle domande (prevalentemente a risposta aperta) che
permetterà di evidenziare i ragionamenti, le strategie e gli errori dei ragazzi.
Quindi, se da una parte il campione ristretto è un limite, dall’altra è un van-
taggio perché consente di avvicinarsi di più al pensiero dei ragazzi e di capire
meglio ciò che è stato evidenziato dalle prove di valutazione in campioni molto
più ampi. Tant’è vero che in alcune domande delle prove accreditate è stata
volutamente aggiunta una domanda aperta che richiedeva il ragionamento e
le motivazioni della risposta.
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3.1 Le domande preliminari
Il questionario (vedi appendice A) è composto da una serie di domande
preliminari nelle quali vengono rilevate le idee degli studenti riguardo alle
materie Probabilità e Statistica e gli argomenti affrontati nel loro percorso di
studi: questa prima fase aiuta a comprendere l’atteggiamento con il quale i
ragazzi si approcciano alla materia e l’importanza che riveste lo studio della
stessa. Si è cercato di riportare fedelmente le parole degli studenti per notare,
fra l’altro, l’utilizzo di termini specifici e come vengono inseriti all’interno del
discorso. Di seguito vengono riportate le domande della prima parte con le
relative risposte più frequenti (le frasi riportate fedelmete dal questionario
sono scritte in corsivo):
1. Hai mai affrontato in classe argomenti di Probabilità e Statis-
tica? Se si, quali?
In generale alcuni hanno affrontato alcuni argomenti di Probabilità e
Statistica alle medie e altri alle superiori solo in preparazione alla prova
INVALSI 2012. Gli argomenti accennati sono: la definizione classica di
probabilità, la media, la frequenza, la moda, la mediana, i grafici per
la raccolta dei dati.
2. Che cos’è per te la Probabilità? A cosa serve?
La possibilità che ha un evento di accadere e serve per fare previsioni, la
probabilità è un numero secondo cui un certo evento potrebbe verificarsi
o meno, la Probabilità è il rapporto fra il numero di casi favorevoli e
casi possibili, la percentuale con la quale un evento si verifica. Serve
in economia e serve, ad esempio, per calcolare la probabilità di essere
promossa o di trovare parcheggio. E’ utile per comprendere quanto
spesso una situazione può avvenire.
3. Che cos’è per te la Statistica? A cosa serve?
La statistica studia la percentuale di elementi che hanno un partico-
lare requisito. Serve per dare dati indicativi. La statistica permette di
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raggruppare determinate opinioni all’interno di un gruppo che poi ci
sono note tramite percentuali. Serve per la rielaborazione o il confron-
to dei dati. E’ l’osservazione di eventi per fare previsioni. Costruisce
grafici che descrivono situazioni presenti e future. Fa sondaggi. E’
la disciplina che rappresenta la probabilità. Calcola media, moda e
mediana.
4. Perché, secondo te, la Probabilità e la Statistica vengono af-
frontate insieme o comunque in parallelo? Cosa hanno in co-
mune?
Hanno in comune la percentuale. Sono entrambe in ambito matem-
atico. Perché alcuni dati di probabilità possono essere usati per fare
statistiche. Entrambe analizzano dati. Nelle statistiche si possono con-
frontare i valori della probabilità. Entrambe servono per fare previsioni
con un margine d’errore. Entrambe descrivono situazioni future rispet-
to al passato attraverso strumenti matematici. Trattano della possibilità
o impossibilità che un evento si verifichi.
5. Ci sono delle attività della vita di tutti i giorni in cui ritieni
sia utile qualche conoscenza di Probabilità e Statistica? Se si,
quali?
Scommesse, schedina, giochi d’azzardo, carte, informazioni, elezioni,
campo economico, direzione di aziende, ambito scientifico, calcolare la
probabilità di essere promosso o che domani mi interroghi, calcolare gli
sconti, per monitorare gli incidenti stradali, tutte le attività in cui è
coinvolta la matematica, lancio del dado, alla mia età forse niente di
particolare...
Osservazioni
I ragazzi non hanno mai affrontato per intero argomenti di probabilità
e statistica nel biennio della scuola secondaria di secondo grado; le uniche
conoscenze in materia provengono dalla secondaria di primo grado e dalla
preparazione alla prova INVALSI di quest’anno. Quindi le risposte del ques-
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tionario non potranno essere interpretate in termini di contenuti appresi o
non appresi nel percorso di studi, ma solamente in termini di atteggiamenti,
di idee e di ragionamenti che i ragazzi hanno in situazioni di incertezza.
Il fatto che gli studenti di una seconda del liceo scientifico non abbiano
mai affrontato argomenti di probabilità e statistica è un dato che deve fare
riflettere: nonostante siano argomenti presenti nei curricoli stilati dal minis-
tero, ancora la pratica didattica non li considera o li relega in secondo piano
rispetto ad altri argomenti. Inoltre, è un fenomeno diffuso in molte clas-
si l’affrontare questi argomenti solo in preparazione alle prove di valutazione
ufficiali come la prova INVALSI: paradossalmente hanno più successo le prove
di valutazione che le indicazioni ministeriali nell’inserimento degli argomenti
di matematica dell’incertezza nella pratica didattica.
Dalle risposte emergono nella maggioranza una idea positiva di proba-
bilità come strumento di previsione e di statistica come raccolta e rielabo-
razione dei dati. Non è stato disatteso l’utilizzo di termini specifici senza
cognizione di causa tra i quali evento, frequenza, moda, media e mediana: è
nota a tutti l’importanza del linguaggio in matematica e quanto sia difficile
trasmettere ai ragazzi un lessico adeguato chiarendo le interferenze inevitabili
fra i significati in questo ambito e l’esperienza dei ragazzi. In molti riescono a
comprendere lo stretto legame fra probabilità e statistica, anche se le risposte
alla quarta domanda sono quelle meno chiare ed interpretabili. Uno dei punti
di incontro fra le due materie citato in quasi un terzo dei protocolli è strana-
mente “la percentuale” e più della metà dei ragazzi cita, invece, la previsione
di fatti futuri. La quinta domanda divide il campione in due gruppi, uno dei
quali propone attività e situazioni, in cui è utile la matematica dell’incertez-
za, “vicine” come ad esempio la schedina o la probabilità di essere interrogato
il giorno dopo, mentre l’altro situazioni o attività “lontane” come la direzione
di aziende o la monitorazione degli incidenti stradali: in generale è riconosciu-
ta l’importanza di queste materie nel mondo del lavoro e in ambito scientifico
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e solo in pochi le ritengono inutili.
Figura 3.1: Risultati della domanda iniziale
Nell’immagine sono riportati i risultati della domanda chiusa iniziale:
incrociando le risposte a questa domanda con quelle alle domande aperte si
può notare che chi ha scelto le opzioni “abbastanza” e “molto” sembra avere
un atteggiamento più positivo nei confronti della probabilità e della statistica
e si esprime in modo più consapevole e attento.
3.2 I risultati del questionario
Considerazioni generali sui risultati: aspetti positivi e negativi
Il questionario è stato somministrato ad una classe di 22 alunni del liceo
scientifico ai quali sono stati dati quaranta minuti per rispondere alle 12
domande e la possibilità di utilizzare la calcolatrice. Dalle informazioni rac-
colte e descritte nel paragrafo precedente, sappiamo che i ragazzi stanno
assistendo ad alcune lezioni in preparazione alla prova INVALSI nelle quali
si cerca di sopperire alle carenze nelle materie meno affrontate in classe, fra
le quali la matematica dell’incertezza; quindi i ragazzi hanno già visionato
domande simili a quelle presenti nel questionario e ciò ha facilitato la som-
ministrazione. La durata del questionario è stata sufficiente affinché tutti
i ragazzi siano stati in grado di rispondere alle domande, pochissime delle
quali sono state lasciate in bianco. Nel complesso la prova è stata molto
positiva e la percentuale di risposte corrette non è mai inferiore alla media
nazionale, nelle domande che sono state estratte dalle prove di valutazione
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ufficiali: nell’analisi di questo dato dobbiamo tenere presente che i licei hanno
in generale ottenuto risultati migliori rispetto alla media nazionale in tutti
gli ambiti. La figura 3.2 mostra la tabella con i risultati del questionario, per
le domande è necessario confrontare l’appendice A.
Figura 3.2: Risultati delle domande
Fra gli aspetti positivi riscontrati, possiamo sicuramente citare la buona
prestazione nelle domande in cui si richiedeva la lettura e la comprensione
di grafici e tabelle (quesiti A1, A3, A5), anche se il dato è da ridimensionare
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alla luce della domanda A8 che propone una situazione più complessa che ha
creato non poche difficoltà sia nel campione ristretto che a livello nazionale.
Inoltre, hanno ottenuto risultati positivi le domande in cui si richiede il cal-
colo di una probabilità elementare (A4) o di un semplice indice statistico
(A2 e A7), risultato confortante visto l’imponente ingresso nelle indicazioni
ministeriali dello studio di questi argomenti.
Fra gli aspetti negativi riscontrati, sicuramente un posto di primo piano viene
occupato dal calo di percentuale di risposte corrette dalle domande chiuse
a quelle aperte: la scelta di aggiungere domande aperte che richiedevano di
motivare la risposta ha evidenziato la difficoltà degli studenti a spiegare il
loro operato e ha messo in luce idee erronee nonostante le quali i soggetti for-
nivano ugualmente la risposta corretta. In più sembra emergere che il calcolo
venga visto dagli studenti come semplice manipolazione simbolica, priva di
significato; spesso le risposte si riducono a simboli (formule, equazioni, ecc...),
senza una spiegazione. Questo porta a ritenere che i ragazzi concepiscano
l’algebra non come uno strumento di pensiero, ma come fine a se stessa. Vi
sono anche difficoltà più specifiche che sono state riscontrate nelle domande
aggiunte a quelle estratte dalle prove ufficiali (le ultime quattro): ad esempio
nell’individuazione di eventi indipendenti e nella comprensione dello spazio
degli eventi.
Il questionario domanda per domanda
Ora entriamo nel dettaglio, nell’analisi delle prime quattro domande,
prese dalla prova INVALSI, e dei risultati ottenuti nel ristretto campione
a cui è stato somministrato. Ogni domanda dell’ambito dati e previsioni
(presente in appendice A) verrà corredata dai processi coinvolti in riferimen-
to al quadro teorico delle prove SNV (Servizio Nazionale di Valutazione), dai
risultati nazionali riportati in tabelle1 e da un commento di carattere più
didattico.
1La percentuale relativa alle risposte corrette viene riportata in grassetto in ogni tabella
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Domanda A1.
Il processo prevalentemente coinvolto in questa domanda è: utilizzare la
matematica appresa per il trattamento quantitativo dell’informazione in am-
bito scientifico, tecnologico, economico e sociale (descrivere un fenomeno in
termini quantitativi, interpretare una descrizione di un fenomeno in termini
quantitativi con strumenti statistici o funzioni, utilizzare modelli matematici
per descrivere e interpretare situazioni e fenomeni, ...).
Gli ottimi risultati delle risposte alla domanda A1 rispecchiano perfetta-
mente i risultati nazionali:
Figura 3.3: I risultati nazionali relativi alla domanda A1
La risposta alla domanda richiede le capacità di saper leggere ed inter-
pretare una tabella; inoltre è necessario svolgere alcune semplici operazioni
che possono essere ovviate con opportune approssimazioni. Tutti i ragazzi
hanno risposto alla domanda e ci sono state solo quattro risposte errate:
tre al primo item, una al secondo e zero al terzo. I risultati confermano le
buone capacità di lettura ed elaborazione dei dati di una tabella, argomen-
to principalmente sviluppato nella scuola secondaria di secondo grado che
risulta essere consolidato anche al termine dell’obbligo di istruzione. Il con-
cesso utilizzo della calcolatrice ha messo in luce un altro aspetto importante:
in pochissimi si sono affidati alla approssimazione dei risultati e la maggior
parte ha preferito sfruttare la macchina calcolatrice. Questo è indice di una
scarsa attenzione, nella prassi didattica, all’esercizio di approssimazione e di
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stima, concetti fondamentali nella risoluzione di problemi, perché permet-
tono di verificare subito la bontà dei risultati e di snellire i calcoli, ove non
richiesti, evitando errori di procedimento. Del resto nei libri di testo rara-
mente vengono proposti esercizi con l’obiettivo di fare una stima o con la
richiesta di interpretare i dati in maniera approssimativa.
Domanda A2.
Il processo prevalentemente coinvolto in questa domanda è: conoscere e
padroneggiare algoritmi e procedure (in ambito aritmetico, geometrico...).
I risultati, in linea generale, confermano quelli nazionali, la maggioranza
propende per la risposta corretta anche se vi è una diversa distribuzione tra
i distrattori:
Figura 3.4: I risultati nazionali relativi alla domanda A2
Il ragazzo deve saper calcolare la media di una grandezza continua di cui
è nota la distribuzione di frequenza di classi di uguale ampiezza: non è una
richiesta usuale e nonostante ciò la maggioranza fornisce la risposta corretta.
La domanda è fornita di tre distrattori molto fuorvianti che sono stati scelti
in maniera più o meno uniforme nel campione nazionale, ma non nel campi-
one ristretto del questionario. Infatti nella classe un ragazzo solo ha optato
per la risposta A, nessuno per la B e ben quattro per la D: siamo portati a
ritenere che gli studenti abbiano escluso le prime due poiché non prendevano
in considerazione le frequenze, indice di una disinvoltura inaspettata nei con-
fronti di una distribuzione di frequenza. I buoni risultati della domanda A2
dimostrano che lo studio degli indici statistici, che sempre più sta prendendo
piede in Italia, ha portato gli alunni a sapersi muovere meglio in contesti di
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raccoglimento ed elaborazione dei dati.
Domanda A3.
Il processo prevalentemente coinvolto in questa domanda è: utilizzare la
matematica appresa per il trattamento quantitativo dell’informazione in am-
bito scientifico, tecnologico, economico e sociale (descrivere un fenomeno in
termini quantitativi, interpretare una descrizione di un fenomeno in termini
quantitativi con strumenti statistici o funzioni, utilizzare modelli matematici
per descrivere e interpretare situazioni e fenomeni, ...).
Nel complesso i risultati del campione ristretto sono stati largamente più
positivi rispetto a quelli del campione nazionale (è la domanda che ha ot-
tenuto i punteggi migliori, con quattro item a cui tutti i ragazzi rispondono
correttamente), anche se l’andamento è simile se notiamo i due item su cui i
ragazzi hanno incontrato più difficoltà:
Figura 3.5: I risultati nazionali relativi alla domanda A3
Nel quesito si richiede la comprensione di un grafico; non vi sono oper-
azioni da svogere e si pone l’attenzione sulla capacità del ragazzo di ricavare
informazioni. I fattori che complicano la domanda sono la presenza di un
grafico molto ricco di informazioni sovrapposte e l’utilizzo di termini che
potrebbero creare confusione. I ragazzi rispondono brillantemente alle richi-
este, il che denota le buone capacità di lettura e comprensione di un grafico
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(oltre che di una tabella, vedi domanda A1), argomento affrontato a tutti i
livelli scolastici e consolidato al termine della secondaria di primo grado e al
biennio della secondaria di secondo grado. Degne di nota sono i due item
che ricevono il minor numero di risposte corrette A3(c) e A3 (e): nel pri-
mo i ragazzi possono essere stati fuorviati dall’espressione “il più alto valore
nella media delle temperature minime” e nel secondo hanno erroneamente
attribuito all’anno con la media delle temperature minima la giornata più
fredda. Dunque, l’unico neo è stata la confusione prodotta da termini non
interpretati correttamente.
Domanda A4.
Il processo prevalentemente coinvolto in questa domanda è: utilizzare la
matematica appresa per il trattamento quantitativo dell’informazione in am-
bito scientifico, tecnologico, economico e sociale (descrivere un fenomeno in
termini quantitativi, interpretare una descrizione di un fenomeno in termini
quantitativi con strumenti statistici o funzioni, utilizzare modelli matematici
per descrivere e interpretare situazioni e fenomeni, ...).
Le risposte corrette nel campione ristretto sono, in proporzione, maggiori
rispetto a quelle riscontrate nel campione nazionale:
Figura 3.6: I risultati nazionali relativi alla domanda A4
La domanda richiedeva il calcolo di una probabilità descrivendo una scena
della vita di tutti i giorni e la percentuale di risposte corrette è soddisfacente.
I distrattori sono stati scelti fra i numeri presenti nel testo e non hanno pre-
sentato troppe insidie, indice di una buona attenzione da parte degli studenti
al testo. Nel questionario è stata aggiunta una domanda aperta nella quale
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veniva richiesto il procedimento col quale si era giunti alla risposta: sebbene
la maggioranza abbia risposto correttamente anche a questo item, e signi-
ficativo il calo della percentuale rispetto a chi ha risposto bene alla domanda
chiusa. Infatti due ragazzi rispondono in maniera errata e due non rispon-
dono alla domanda chiusa, mentre cinque rispondono in maniera errata e
quattro non rispondono alla domanda aperta. Nelle risposte aperte in molti
descrivono il ragionamento a parole supportando la spiegazione con i dati in
percentuale, altri si limitano a scrivere una operazione come in figura 3.7:
ancora una volta si ripresenta la reticenza dei ragazzi di fronte a una doman-
da aperta nella quale viene semplicemente chiesto di motivare la risposta.
Figura 3.7: Protocollo 1
Nel complesso è confortante sapere che i ragazzi non si trovano trop-
po spaesati di fronte al calcolo di probabilità elementari, però preoccupa la
scarsa capacità di descrivere i propri ragionamenti: infatti un atteggiamento
metacognitivo nei confronti del proprio operato è favorevole all’apprendimen-
to della matematica come dimostrano numerosi studi di psicologia dell’edu-
cazione.
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Procediamo, ora, con l’analisi delle domande prese dalla prova inter-
nazionale OCSE-PISA. Per ciascuna domanda dell’ambito incertezza e dati,
presente in appendice, viene chiarito il livello di difficoltà in linea con il
quadro di riferimento2 della prova internazionale e vengono proposti una
tabella con i risultati nazionali e un commento.
Domanda A5.
La domanda è composta da due item, il primo dei quali (Livello 2 sulla
scala complessiva di literacy in matematica) ha ottenuto risposte in linea con
i risultati dei licei scientifici, comunque migliori rispetto alla media nazionale:
Figura 3.8: I risultati nazionali relativi alla domanda A5, primo item
Il secondo item (Livello 4 sulla scala complessiva di literacy in matemati-
ca) ha ottenuto un risultato nettamente migliore rispetto alla media nazionale
(91% di risposte corrette contro il 48,8%, percentuale media di risposte cor-
rette dell’area in cui è stato somministrato il questionario):
2Si confronti la tabella in figura 2.1
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Figura 3.9: I risultati nazionali relativi alla domanda A5, secondo item
La domanda richiedeva la lettura e l’elaborazione dei dati di due grafici di
natura diversa (un istogramma e un aerogramma): il primo item prevedeva
solamente la lettura dell’istogramma, mentre la seconda richiedeva la lettura
incrociata dei due grafici e un calcolo percentuale. I risultati del primo item
avvalorano la tesi che i ragazzi siano in grado di leggere e interpretare le
raccolte di dati in grafici e tabelle e abbiano consolidato queste competenze.
I risultati insoddisfacenti, a livello nazionale, nel secondo item evidenziano
la difficoltà degli studenti italiani di fronte a domande con alto livello di dif-
ficoltà: se da una parte la maggioranza riesce a rispondere correttamente a
domande in cui vengono richieste competenze di base (come il primo item),
solo in pochi riescono a rispondere a domande che richiedono competenze
più elevate. Nella classe esaminata, d’altra parte, riescono ottimamente a
reperire dai due grafici le informazioni necessarie per rispondere al secondo
item, sintomo di un alto livello di competenze in questo ambito.
Domanda A6.
La domanda A6(Livello 4 sulla scala complessiva di literacy in matemat-
ica) ha ottenuto i risultati aspettati, in linea con quelli dei licei scientifici e
superiori alla media nazionale:
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Figura 3.10: I risultati nazionali relativi alla domanda A6
Nel quesito si richiedeva una media fra due valori con frequenze diverse
in una situazione concreta. E’ confortante sapere che il risultato italiano è
superiore alla media OCSE in una domanda di livello quattro: significa che
i ragazzi hanno buone capacità nel calcolo di indici statistici come la me-
dia. Dobbiamo precisare che la domanda si riferisce ad una situazione molto
vicina ai ragazzi italiani e che invece potrebbe essere inusuale in altre parti
del mondo dove le valutazioni vengono fatte in maniera differente. Possiamo
avere una prova di questo, nel campione ristretto, con l’esame delle risposte
aperte che sono state aggiunte all’item: nel protocollo 18 (cos̀ı come nel 22)
un ragazzo calcola la media esattamente come se fossero i suoi voti e alla fine
scrive 6, 4 al posto di 64 (vedi figura 3.11).
Inoltre, è interessante notare come la domanda A6 sia l’unico caso del
questionario in cui le risposte corrette vanno di pari passo con le descrizioni
dei ragionamenti: tutti quelli che rispondono esattamente all’item riescono a
motivare correttamente il loro ragionamento.
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Figura 3.11: Protocollo 18
Domanda A7.
Il quesito A7 (Livello 4 sulla scala complessiva di literacy in matematica)
ha ottenuto risultati molto positivi, di molto superiori rispetto alla media
nazionale:
Figura 3.12: I risultati nazionali relativi alla domanda A7
La domanda richiedeva il calcolo di una percentuale estrapolando i dati
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da un grafico. La media italiana delle risposte corrette è significativamente
inferiore alla media OCSE, sebbene vi siano grandi differenze fra aree ge-
ografiche diverse. Confrontando la domanda A4 con la A7, possiamo notare
come in entrambe la richiesta sia la stessa (il calcolo di una probabilità), ma i
risultati a livello nazionale siano profondamente diversi: la differenza sta nel-
la complessità della situazione che nella prima è più lieve. Quindi, se da una
parte i ragazzi dimostrano di possedere le capacità di base nel calcolo delle
probabilità, dall’altra non riescono a gestire situazioni più complesse. Questo
fatto è supportato dall’esame delle risposte aperte che sono state aggiunte nel
campione ristretto: sebbene quasi tutti sappiano rispondere correttamente
alla domanda, la metà riesce a motivare correttamente il ragionamento che li
ha condotti al risultato, molti dei quali si limitano a scrivere una proporzione
come nel protocollo 1 (vedi figura 3.13).
Figura 3.13: Protocollo 17
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Domanda A8.
La domanda A8 (Livello 5 sulla scala complessiva di literacy in matemat-
ica), ha ottenuto risultati in linea con quelli dei licei scientifici e con la media
OCSE, di molto superiori alla media nazionale:
Figura 3.14: I risultati nazionali relativi alla domanda A8
Il quesito richiede una complessa interpretazione di un grafico: siamo in
presenza di uno dei quesiti che è risultato più difficile fra gli studenti a livello
nazionale, ma anche nel campione ristretto. Dai commenti dei ragazzi, che
sono stati raccolti dopo il questionario, si evince in generale lo spaesamento
di fronte ad una domanda che richiede una soluzione matematica, ma “non è
riconducibile a nessuna formula o problema studiato”: in pratica la maggior
parte degli studenti non ritiene matematica una spiegazione a parole che non
contenga simboli, formule o equazioni. Questo fatto può essere attribuito
alla prassi didattica che propone principalmente esercizi in cui sono richiesti
i contenuti matematici appena studiati e alla credenza erronea diffusa che in
matematica sia necessario esprimersi solamente in linguaggio simbolico. La
situazione reale ha aiutato coloro che hanno risposto correttamente al quesi-
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to che, ad eccezione di un ragazzo, hanno proposto la tesi che nel gruppo A
ci siano state meno insufficienze. L’unico ragazzo che propone una risposta
corretta diversa (protocollo 13, in figura 3.15), considera la distribuzione dei
punteggi, indice di una alta competenza nella lettura di un grafico. E’ al-
tissima la percentuale dei ragazzi che non risponde sia a livello nazionale che
nella classe esaminata: questo dato ridimensiona l’idea che i ragazzi si trovi-
no a proprio agio di fronte a grafici e tabelle (vedi domande A1, A4 e A7),
facendo dipendere la disinvoltura dei ragazzi dalla complessità del quesito.
Resta il fatto che se in molti riescono a rispondere a quesiti “facili”, troppo
pochi riescono a rispondere ai quesiti “difficili”.
Figura 3.15: Protocollo 13
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Infine prendiamo in considerazione le ultime quattro domande elaborate
per sondare alcuni aspetti legati alla probabilità.
Domande A9 e A10.
Le domande A9 e A10 hanno come obiettivo quello di cogliere l’idea che i
ragazzi hanno nei confronti delle prove indipendenti di eventi equiprobabili,
uno dei primi esempi che si incontra nello studio della probabilità. In par-
ticolare si è sfruttata la situazione del lancio ripetuto di una moneta, citata
da tutti i libri di testo e sulla quale sono stati costruiti numerosi percorsi
didattici riguardanti i primi approcci alla probabilità. In generale i risultati
sono stati ottimi(l’inesperienza in questo campo mi ha portato ad elaborare
domande troppo facili, e quindi poco significative!) perché i ragazzi hanno
recentemente affrontato in classe la situazione, però alcune risposte aperte
alla domanda A9 portano a galla dei ragionamenti molto diffusi tra i ragazzi
che è importante analizzare. Nell’immagine relativa al protocollo 5 (figura
3.16) possiamo notare come il ragazzo, convinto dalle lezioni riguardanti il
lancio della moneta, inizialmente opti per la risposta corretta per poi cedere
alla sua esperienza personale che lo fa propendere per la scelta sbagliata.
Sarebbe interessante ripetere al ragazzo la stessa domanda in un compito in
classe per capire se, in un contesto di contratto didattico, il ragazzo avrebbe
rinnegato il suo modello erroneo per il modello proposto dal professore, ma
evidentemente non del tutto accettato.
Le poche altre risposte sbagliate sono dovute al non riconoscimento del-
l’indipendenza dei lanci, infatti in alcuni protocolli (fra cui il 21 in figura
3.17) viene giustificata la risposta dicendo che è importante conoscere l’or-
dine dei precedenti lanci per fare una previsione corretta.
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Figura 3.16: Protocollo 5
Figura 3.17: Protocollo 21
Questa motivazione porta ad una riflessione su idee erronee dei ragazzi
che fanno riferimento al cosiddetto “numero pigro”, cioè sapere che un even-
to non si verifica su molte ripetizioni aumenta la probabilità che si verifichi,
il che non è vero in un contesto di prove ripetute indipendenti. Queste do-
mande hanno evidenziato che il concetto di prove indipendenti incontra idee
e modelli dovuti alla esperienza dei ragazzi che ostacolano un corretto ap-
prendimento, è quindi necessario porre molta attenzione a questi aspetti nella
progettazione didattica.
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Domanda A11.
Il quesito A11 propone la situazione classica del lancio del dado e in
particolare viene chiesto di scegliere lo sviluppo del dado migliore per ot-
tenere il risultato più alto sommando i punteggi di cento lanci consecutivi.
La maggioranza risponde correttamente alla domanda scegliendo lo sviluppo
che presenta la media dei punteggi più alta, ma è significativamente alta la
percentuale di chi risponde in maniera scorretta. Questo gruppo può essere
suddiviso in due categorie, “gli ottimisti” (protocollo 11 in figura 3.18) che
propendono per la risposta A perché presenta ben quattro punteggi superiori
al tre che viene considerato la media e i “pessimisti” (protocollo 15 in figura
3.19) che scelgono la risposta B perché non presenta nessun punteggio infe-
riore alla media.
Figura 3.18: Protocollo 11
In entrambi i casi i ragazzi non riconoscono che l’indice che li aiuta nella
decisione è la media tra i punteggi di ogni singolo sviluppo, poiché si tratta
di un lancio ripetuto tante volte. Questa domanda suggerisce come sia im-
portante capire se un indice statistico è significativo in una situazione, poiché
i ragazzi sono portati dall’esperienza a fare la media (indice statistico molto
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Figura 3.19: Protocollo 15
intuitivo) anche quando non è utile o in maniera errata.
Domanda A12.
Nell’ultima domanda, composta da due item si sono indagate le idee in-
tuitive dei ragazzi nei confronti dello spazio degli eventi proponendo la situ-
azione classica dell’estrazione di una carta da un mazzo di 52 carte da gioco.
In generale, anche in questo caso le risposte sono state molto soddisfacenti,
poiché la maggior parte dei ragazzi risponde in maniera corretta. Però è
interessante osservare come ci siano difficoltà da parte dei ragazzi nel dis-
tinguere gli eventi: per esempio, nel primo item, gli esiti che sono in comune
ai due eventi (le figure di cuori) vengono attribuiti o all’uno o all’altro senza
motivo come mostrato nel protocollo 11 in figura 3.20.
Inoltre dalle risposte dei ragazzi si ha l’impressione che non sia chiaro il
significato del connettivo “o”, da qui l’esigenza di una progettazione didattica
che preveda una attenzione speciale alla traduzione dei connettivi logici in
operazioni insiemistiche fra gli eventi.
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Figura 3.20: Protocollo 11
Conclusioni
Il dato più interessante che si evince nella tesi è la certezza che i ragazzi
siano pronti nella scuola secondaria di primo e secondo grado ad affrontare
argomenti di probabilità e statistica. Il dato è supportato dai risultati delle
prove di valutazione nazionali e internazionali che forniscono buoni risul-
tati in questo ambito (in generale migliori rispetto alle altre aree del sapere
matematico), anche se la prassi didattica è più concentrata e sviluppata negli
altri ambiti.
Il dato più sconfortante è la rilevazione di una enorme distanza fra i
curricoli ministeriali e la prassi didattica relativi all’ambito della matemat-
ica dell’incertezza; infatti, anche se la probabilità e la statistica rivestono
una grande importanza nelle indicazioni ministeriali, in realtà non trovano
il giusto spazio all’interno della pratica scolastica. Addirittura nella classe
esaminata è emerso che non sono mai stati affrontati argomenti di probabilità
e statistica, se non in preparazione alla somministrazione della prova INVAL-
SI del maggio 2012. Paradossalmente, nell’ingresso e nello sviluppo di queste
materie nella prassi didattica agiscono di più le prove di valutazione che i
curricoli redatti dal ministero. Questa conclusione apre la strada a numerose
riflessioni che riguardano i motivi per i quali la matematica dell’incertezza
non viene affrontata in classe e sia cos̀ı poco sviluppata la pratica didattica
in questo ambito.
La tesi offre, da questo punto di vista, delle informazioni utili per chi
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ha intenzione di sviluppare il tema della trasposizione didattica nell’ambito
della matematica dell’incertezza, poiché evidenzia alcuni punti di forza dei
ragazzi nell’apprendimento della stessa e allo stesso tempo individua alcune
idee che possono essere di ostacolo.
Spero che il mio lavoro, da un lato concentri l’attenzione sulla differenza
fra i contenuti delle indicazioni ministeriali e i contenuti che realmente ven-
gono affrontati in classe nell’ambito della probabilità e statistica, dall’altro
possa essere utile allo sviluppo di metodi e strategie per l’insegnamento della
matematica dell’incertezza, area del sapere matematico che oggi riveste una
grandissima importanza in ambito scientifico.
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Figura A.7:
